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みがいくらあっても 2 色で必敗になることは明らかであるので、未だ明らかになっていない幅 2
の場合を考え、10 色で必敗であることを示した。さらに幅 2 の場合の証明方法を幅 3 の場合にも
適用し、26 色で必敗であることを示した。最後に、盤面の幅が 3,色数 3 の一人ぷよぷよは先読み
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はw = 1のとき k ≥ 2、w = 2, 3のとき k ≥ w+2、w ≥ 4のとき k ≥ 3w− 4である
ことが示されている [7] 。先読みがある場合に関して、色数が３の場合、先読みの数
が４あれば、盤面の幅が３で必勝であることが明らかになっている [8]。必敗条件は、
先読みの数をmとすると、w = 1のとき k ≥ 2、w = 2, 3のとき k ≥ w + 2m + 2、
w ≥ 4のとき k ≥ w + 2m + (2m + 2)⌊w−1
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色数が 2nで、(1, 2), (3, 4), ..., (2n − 1, 2n)の順序を繰り返して落ちてくる一人ぷ
よぷよを考える。(1, 2), (3, 4), ..., (2n− 1, 2n)までの n個の組ぷよを一周期分と表現
する。
初めに縦 2連結を定義する。縦 2連結とは、同じ色のぷよが縦に 2つ繋がってい
る箇所を指す。縦 3連結は縦 2連結が 2個分と定義する。図 3.1に例を示す。図 3.1
の盤面は左から左列、右列と呼ぶこととする。図 3.1の盤面には縦 2連結が合計 4個
存在する。
図 3.1: 縦 2連結
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結の数は l− 1となる。右列に移動させたぷよの数はm− lと表せる。また、右列に
移動させ、縦方向に一マスづつ間隔を空けて、左列に連結されるように形を作るに
は、右に移動させたぷよm− l個に対して、2(m− l)− 1個のぷよが左列に縦一列に


















補題 3. 盤面の幅が 2の一人ぷよぷよにおいて、n ≥ 2のとき、t ≥ 1周期分の組ぷ













色 kのぷよを pt,kで表すこととする。更に各 pt,kの大小関係も定義する。i < jなら
ばpi,k < pj,kである。また、i = jかつk′ < k′′ならばpi,k′ < pj,k′′とする。同じ組ぷよに
属する二つのぷよpi,2k−1とpi,2k (1 ≤ k ≤ n)は、プレイヤーの操作によって、二つのぷ
よの順序を反対にすることができるので、pi,2k−1 < pi,2kまたはpi,2k < pi,2k−1のいずれ
かを選べる。よって各ぷよのペアは (pi,l, pj,l) (pi,l < pj,l)の形で表される。さらに、ぷ
よのペアが実際に縦２連結になるには、二つのぷよの間に存在するぷよが全て消えて
いる必要があるので、任意の二つのぷよのペア (pi,l, pj,l)と (pi′,l′ , pj′,l′) (pi′,l′ < pj′,l′)
に対して、次の条件のいずれかが満たされている必要がある。
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α. 「pi,l < pi′,l′かつ pj′,l′ < pj,l」 または 「pi′,l′ < pi,lかつ pj,l < pj′,l′」
β. 「pj,l ≤ pi′,l′」または「pj′,l′ ≤ pi,l」
αとβを満たす二つのぷよのペアを図3.4に示す。図3.4では積まれた入力列を横にし
て表しており、一番下が図では一番左である。以降の図も積まれた列は横にして表す。
上記ではぷよを一つ一つに分けて表現したが、ある組ぷよ pi,2k−1と pi,2k (1 ≤ k ≤ n)
に対して、プレイヤーは (i < j) なる組ぷよ pj,2k−1と pj,2kを順序を反対にして置く
ことによって、αの条件を満たす二つのぷよのペア (pi,2k−1, pj,2k−1)と (pi,2k, pj,2k)を




とする。t周期目の k組目の組ぷよを at,k で表すこととすると、各組ぷよのペアは
(ai,l, aj,l) (ai,l < aj,l)の形で表される。
図 3.4: 二つのペアの位置関係
k個の組ぷよのペアを (ai1,l1 , aj1,l1), (ai2,l2 , aj2,l2), ..., (aik,lk , ajk,lk)と表すとし、以下
の関係を満たしているものとする。つまり、任意の異なる二つのペアが αの位置関
係になっているとする。この時、以下の関係を満たす。
ai1,l1 < ai2,l2 < ... < aik,lk < ajk,lk < ... < aj2,l2 < aj1,l1 (1)
初めに、上記の関係を満たす k個の組ぷよのペアを作るのに必要な組ぷよの数を
示す。
aix,lxと aix+1,lx+1 (1 ≤ x ≤ k − 1)の間に存在する組ぷよが y(y ≤ n− 2)個の場合、
任意のペアの位置関係はαであるので、ajx+1,lx+1 < ajx,lxを満たす。入力列の順序か
ら、aix,lx と aix+1,lx+1 の間と ajx+1,lx+1 と ajx,lx の間に組ぷよを置く必要があるので、
合計で少なくとも n− 2個の組ぷよが必要である。図 3.5に一例を示す。
aix,lxと aix+1,lx+1 (1 ≤ x ≤ k− 1)の間に存在する組ぷよが y(y > n− 2)個である場
合は aix,lxと aix+1,lx+1の間に存在する組ぷよがn−2個以上であるので、合計もn−2
個以上になる。以上より、組ぷよのペア (aix+1,lx+1 , ajx+1,lx+1)を作り、組ぷよのペア
(aix,lx , ajx,lx)を作るためには、合計で少なくとも n− 2個の組ぷよが必要である。
7
図 3.5: t = 3、n = 4、y = 1の場合
各 x(1 ≤ x ≤ k − 1)に対してそれぞれの組ぷよのペアの間に n− 2個組ぷよを置
く必要があるので、合計で (k − 1)(n − 2)個の組ぷよを置く必要がある。さらに組
ぷよのペア (aik,lk , ajk,lk)を作るには、間に組ぷよを n− 1個置く必要がある。最後に
k個の組ぷよのペアを構成するために必要な組ぷよは 2k個である。以上から k個の
組ぷよのペアを作るのに必要な組ぷよは (k − 1)(n− 2) + (n− 1) + 2k = nk + 1個
となる。
また、nk+1個の組ぷよがあれば k個の組ぷよのペアが作れることを数学的帰納法
を用いて示す。k = 1の場合、組ぷよが n+1個存在するので、一つの組ぷよのペア
(ax,l, ax+1,l) (x ≥ 1) (1 ≤ l ≤ n)を作ることが出来る。ここで k = k′のときに、命題
が成立していると仮定し、k = k′ + 1のときにも成立することを示す。n(k′ + 1) + 1
個の組ぷよが存在する時、列の左端と右端に存在する、二つの組ぷよ ax,lと ax+k′+1,l
で組ぷよのペアを作ることが出来る。残りの組ぷよはn(k′+1)−1 = nk′+1+(n−2)
となる。n ≥ 2であれば、nk′ + 1個の組ぷよが存在するので、k′個の組ぷよのペア
を作ることが出来る。以上より、k = k′ +1の場合、k′ +1個の組ぷよのペアを作る
ことが出来るので、数学的帰納法より、nk + 1個の組ぷよがあれば k個の組ぷよの
ペアが作れる。
上記の結果から、t周期分の組ぷよで作れる組ぷよのペアの数の上界を示す。t周
期分の組ぷよを置いた場合、合計 nt個の組ぷよが置かれる。不等式 nt ≥ nk + 1を






ペアを作るのに必要な組ぷよの数を f(m)とする。f(m)は、f(m) = nm+1である。
f(m)の階差数列を zm = f(m+1)− f(m)とすると、zmの階差数列 ym = zm+1− zm




り、f(m) = (n + 1) + n
2






の s+ t個の組ぷよのペアを作るのに必要な組ぷよ f(s+ t)以上になることを示す。
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この証明によって、βの位置関係に存在する二つの組ぷよのペア、s個の αの位置
関係の組ぷよのペアと t個の αの位置関係の組ぷよのペアを、全て αの位置関係に
直すことを、繰り返し行えることが示される。ただし、βの位置関係は、αの位置
関係の s個の組ぷよのペアの最も右端の組ぷよと、αの位置関係の t個の組ぷよの
ペアの最も左端の組ぷよが、同じ場合も存在するので、f(s) + f(t) − 1 ≥ f(s + t)
であれば、αのみの位置関係の s+ t個の組ぷよのペアに置き換えることが出来る。








盤面の幅は 2であるので、作れるぷよのペアの数の上界は 4(t − 1)個である。以上
より、盤面の幅が 2の一人ぷよぷよにおいて、n ≥ 2のとき、t ≥ 1周期分の組ぷよ
を置いた場合に作れる縦 2連結の数の上界は 4(t− 1)個である。




















3から、t周期分のぷよを置いた場合に作れる縦 2連結の数の上界は 4(t− 1)である。
よって、作れる縦 2連結の数の上界は 4(t− 1)− xである。5連結で消す場合、縦 2
連結を 2つ消費するので、2x個の縦 2連結が 5連結で消す場合に消費される。以上
より、5連結で消した後に残る縦 2連結の数は 4(t − 1) − x − 2xとなる。補題 2よ
り、5連結の次に、縦 2連結の消費量に対して効率よく消すことができる連結数は 4
連結、6連結、8連結であり、縦 2連結一つにつき、2個のぷよを消すことが出来る。
よって、消えるぷよの数は 2(4(t− 1)− x− 2x)である。以上より、5連結で消す回
数を xとした場合に消せ得るぷよの個数は 5 · x+ 2(4(t− 1)− x− 2x) = 8t− 8− x




は 2nt− (8t− 8) = (2n− 8)t+ 8である。nは整数であり、残るぷよの数が tによっ
て増加する nの値は n ≥ 5の場合である。以上より、盤面の幅が 2、色数が偶数色
であり、入力列が (1, 2), (3, 4), ..., (2n− 1, 2n)の順序で繰り返し落ちてくる一人ぷよ
ぷよは 10色で必敗である。
2n色で必敗であるならば、n′ > 2n色の一人ぷよぷよは、入力列の始めを (2n +
1, 2n+ 1), (2n+ 2, 2n+ 2), ..., (n′, n′)とし、以後 (1, 2), ..., (2n− 1, 2n)を繰り返すも
のとすれば必敗なので、2n+ 1色以上でも必敗である。
3.2 盤面の幅が2、色数が奇数の場合
色数が 2n− 1で、入力列は (1, 2), (3, 4), ..., (2n− 1, 1), (2, 3), ..., (2n− 2, 2n− 1)の
順番を繰り返して落ちてくるものとする。(1, 2), (3, 4), ..., (2n− 1, 1), (2, 3), ..., (2n−






連続した n+ 1個の組ぷよがあれば、ぷよのペアを 2つ作れることを示し、t = 1
のときに作れるぷよのペアの数を示す。入力列の順序より、連続した n + 1個の組
ぷよがあれば、最初の組ぷよに現れる色が n番目と n + 1番目の組ぷよに現れるの
で、最初の組ぷよを反対に置くことで、ぷよのペアを 2つ作ることが出来る。t = 1
のとき、2n − 1個の組ぷよが存在するので、n ≥ 2ならば 2個のぷよのペアを作る
ことができる。
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図 3.7: t = 2の場合に作れるペア
図 3.8: t = 3の場合に作れるペア
t = 2の場合に作れるぷよのペアの数はさらに多い。2周期分の組ぷよを用いるこ
とによって、図 3.7のように、ぷよのペアを 6つ作ることが出来る。このとき、縦 3
連結を一つ含んでいる。
次に、n ≥ 3の場合、周期が 1増加したときに、新たなぷよのペアを 4つ作る方法
を示し、t周期分の組ぷよを置いたときに作れる縦 2連結の数を示す。まず、ぷよの





で、ぷよ pe,2k+1とぷよ pe+1,2k+1の間には、2n− 2個の組ぷよが存在する。先述の通
り、ぷよのペアを二つ作るには n+1個の組ぷよがあれば十分である。よって n ≥ 3
であれば、新たなぷよのペア 2つを作ることが出来る。このとき、縦 3連結となる部
分も 1増えている。この操作を繰り返すことにより、n ≥ 3のとき、周期が 1増加し
た場合に、新たなぷよのペアを 4つ作ることができ、縦 3連結も 1つ作れる。この方
法を繰り返し行うことによって、周期が 1増加するたびにぷよのペアを 4つ増やす
ことができる。従って、この方法によって作れるぷよのペアは 2 + 4(t− 1) = 4t− 2




ので、最も効率の良い 5連結の形で t−1回消すことが出来る。よって 5連結で消える
ぷよの数は 5(t−1)個である。一回消すごとに縦 2連結を 2個用いるので、残る縦 2連
結の数は (4t−2)−2(t−1)個である。残りの縦 2連結を全て 4連結で消すために用い




ぷよを置いたときのぷよの総数は 2(2n− 1)t個である。周期 tが増加するごとに、増
加する関係ならば、消されずに残るぷよが無限に積みあがるので、必敗となる。消え
ずに残るぷよの数は 2(2n−1)t−(18t−10) = (4n−20)t+10である。nは整数であり、
残るぷよの数が tによって増加するnの値はn ≥ 6の場合である。以上より盤面の幅




盤面の幅が 3、色数が 2nで、(1, 2), (3, 4), ..., (2n− 1, 2n)の順序を繰り返して落ち
てくる一人ぷよぷよとする。
補題 4. 盤面の幅が 3の場合、ぷよを消したときに消費した縦２連結の数に対して、
消えるぷよの数の比が最大となる連結数は、４連結で消した場合で、その比率は 4
である。





































定理 2. 盤面の幅が 3、色数が偶数であり、(1, 2), (3, 4), ..., (2n − 1, 2n)の順序を繰
り返して落ちてくる一人ぷよぷよは 26色で必敗である。
証明. 補題 3より、t周期分のぷよを縦一列に積んだ列で作れるぷよのペアの数の
上界は 2(t − 1)である。盤面の幅は 3であるので、盤面の幅が 3の一人ぷよぷよで
作れる縦 2連結の数は 3 · 2(t− 1)に抑えられる。更に、補題 4より、最も効率よく
消せる連結数は４であり、そのたびにペアを 1個消費するので、消えるぷよの数は
13
4 · 6(t− 1) = 24t− 24である。定理１と同様の議論より、消えずに残るぷよの数が t
によって増加する nの値は n ≥ 13の場合である。以上より、盤面の幅が 3、色数が






























初めに、フェーズ βにおいて出現する、盤面の 2段目以下の下 6マスの形を図 4.2に
示す。左右対称のものと、色を置き換えしただけのものは同じものとして省略して
いる。
図 4.2: 盤面の下から 2段目までの 6マスの形
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中、左列にはAしか置かれない。中列は Bか Cが置かれ、右列は Cのみが置かれ
る。従って、フェーズ αから初めてフェーズ βに移行した時の盤面は図 4.2の 1か
ら 9のいずれかである。
次に、初めて βに移行した時点から、両端の列の色の組み合わせであるBC以外



















果、新たに出現する盤面は 37, 38, 39, 40のみであることが確かめられる。
















最後に、フェーズ βからフェーズ αに移行し、再度フェーズ βに移行した時に、








































(iii) 中列の一番上に存在する色がCであり、AB, BB, BCが来た場合
Aが一度消えるまでに必要なAの数をm(0 ≤ m ≤ 4)とする。例としてフェーズ α
に移行した時の盤面が図 4.2の 30であった場合、右列にAを置き続け、Aが消える
時に中列のAも一緒に消える。中列のAが 1個だった場合、右列にAを 3個置いた
時点で中列のAと横に繋がり、Aが消えるのでm = 3となる。同様に中列のAが 2
個または 3個の場合、m = 2となる。中列の一番上のぷよがAの場合、中列の交替
回数が最大となるのは、初めに (i)の場合になり、中列の一番上の色がBになり、次
に (ii)と (iii)の場合に交互になる場合である。(ii)の後は中列の一番上がCとなり、
(iii)の後は色は Bとなる。まず (i)によって交替回数が 1増加する。次にm − 1個
目まで (ii)⇒ (iii)の繰り返しなので、AC⇒ BBと続く。よって、Aが一度消えるま
でに必要な個数mが 1減るごとに交替回数が 2増加する。m = 0となった時にAは
消え、フェーズ αの一周目が終了するので、交替回数は 1しか増加しない。以上よ
り、中列の交替回数を kとmを用いて式で表すと、フェーズ αに移行した時点の交
替回数 kと、(i)の場合による増加分 1と、(ii)⇒ (iii)をm− 1周繰り返したことに




替回数は k + 2(m− 1) + 1である。よって交替回数の最大値は 8である。最後に中
列の一番上のぷよがCの場合、中列の交替回数が最大となるのは (iii)と (ii)が交互
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